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L’homologie cyclique HC,(A) dune k-algebre A est une variation de 
l’homologie de Hochschild qui utilise de manilre essentielle l’action du 
groupe cyclique Z/n sur le produit tensoriel A@‘” (cf. [Cl, C2, L-Q]). Nous 
allons dtfinir et Ctudier l’homologie diedrale HD .+( A ) (resp. quaternionique 
HQJ.4)) de l’algebre A qui utilise l’action du groupe diedral D, (resp. 
quaternionique Q”) sur A@'". L’une des raisons importantes que l’on a de 
s’inttresser a cette nouvelle theorie est qu’elle est like a l’homologie de 
l’algebre de Lie des matrices orthogonales comme l’homologie cyclique est 
like a l’homologie de l’algbbre de Lie des matrices (cf. [L-Q]). 
L’un des theoremes importants sur l’homologie quaternionique est la 
suite exacte de periodicitt 
... -HT,(A)+HQ,(A)-,HQ,~,(A)+HT,-,(A)+ .+. (*) 
oh la theorie intermediaire HT, peut se calculer a partir de l’homologie de 
Hochschild. 
L’existence dune action de D, (et done de Q,) sur A@‘” necessite que A 
soit muni dune involution a H ii. 
Le paragraphe 1 est consacrt a l’etude de cette involution sur 
l’homologie cyclique. Lorsque 2 est inversible l’homologie de Hochschild et 
l’homologie cyclique se scindent respectivement en H, = H,+ 0 Hi et 
HC, = HC,f 0 HC; . (On montre plus loin que HC,+ = HD, = HQ, lors- 
que 2 est inversible.) La suite exacte de periodicitt de l’homologie cyclique 
se scinde alors en 
... ~H,+(A)-+HC:(A)~HC,*(A)--,H~+--(A)~ . . . . 
.* -H,(A)-,HC,(A)~HC,+_,(A)-rH,,(A)~ . . . . 
Le paragraphe 2 est consacrt a l’homologie quaternionique HQ,. Cette 
homologie est definie a partir de faction de Q, = {x, y ) x” = y2, 
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yxy-‘=x-l} sur A@” et d’une resolution particuliere (periodique de 
ptriode 4) du Q,-module trivial Z. C’est cette periodicite qui permet de 
montrer la suite exacte (*) (sans l’hypothtse 2 inversible). Le choix de Q, 
(au lieu de D, qui aurait semble plus naturel) se justitie par le fait que le 
D,-module trivial Z n’admet pas de resolution periodique si n est pair. 
Lorsque A est l’anneau de base k on a HQ,(k) = k, k/2k, la 2-torsion de k 
ou 0 suivant que n est congru a 0, 1,2, ou 3 modulo 4. 
Ce paragraphe est ecrit dans le cadre des modules quaternioniques, i.e., 
des modules simpliciaux [n] w M, od M, est muni d’une action du groupe 
Q PI+1 compatible avec la structure simpliciale. L’exemple A4 = A h, c’ext-a- 
dire M, = A@“+ ‘, donne naissance a HQ,(A). 
Dans le paragraphe 3 on exhibe une cattgorie AQ (resp. AD) qui con- 
tient a la fois la categoric simphciale A et les groupes quaternioniques Qn 
(resp. diedraux 0,). C’est l’analogue de la categoric cyclique Ctudiee par 
Connes [Cal. Cette cattgorie permet d’interprtter un module quaternioni- 
que comme un foncteur contravariant de AQ dans les modules. Elle permet 
aussi de detinir les notions d’ensemble quaternionique, de module 
coquaternionique, etc. Le produit tensoriel M OdQ N d’un module quater- 
nionque N et d’un module coquaternionique M admet des foncteurs derives 
Tor,dQ(M, N). On montre que HQ,(A) = Tor,dQ(k,, A”) oti k, est le module 
coquaternionique trivial. Ce type de construction permet de detinir 
l’homologie ditdrale HD,(A) comme etant Tor,dD(k,, Ah). Elle ne differe de 
l’homologie quaternionique que par la 2-torsion car Q, est une extension 
centrale de D, de noyau Z/2. On montre aussi que dans certains cas ces 
homologies peuvent se calculer comme l’homologie du classifiant d’un 
ensemble diedral (ou quaternionique). A la fin du paragraphe on determine 
les classifiants des categories AQ et AD. 
Dans le paragraphe 4 on etudie le cas particulier d’une algebre de groupe 
A = k[G] munie de l’involution 2 = g- ‘, g E G. Dans [B] Burghelea a 
montre que l’homologie cyclique de k[G] se scinde en la somme 
d’homologie d’espaces n’ayant que du rc, et du rc2. On montre un theoreme 
analogue pour les homologies diedrale et quaternionique en determinant 
ces espaces. 
Certains des resultats des paragraphes 3 et 4 sont en fait des cas par- 
ticuliers de resultats valables pour d’autres familles de groupes G,. Ce cas 
general sera traite dans [F-L]. 
L’appendice 1 contient la resolution du Q,-module trivial Z utiliste au 
paragraphe 2. L’appendice 2 demontre le lemme d’elimination des com- 
plexes acycliques qui permet de simplifier bon nombre de complexes. 
Signalons que, comme l’homologie cyclique [L-Q], l’homologie ditdrale 
est etroitement lice aux algebres de Lie. En effet, rationnellement, 
l’homologie diedrale gauche ~ ,HD,(A) est la partie primitive de 
l’homologie de l’algebre de Lie des matrices orthogonales. Ce resultat, 
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dtmontre en collaboration avec C. Procesi [L-P], a CtC annonce indtpen- 
damment par J. Mac Iver. 
1. INVOLUTION SUR L’HOMOLOGIE CYCLIQUE 
Soit k un anneau commutatif avec unite et A une k-algebre avec unite et 
munie dune involution u H ii triviale sur k (z = &(. Dans ce paragraphe 
on Ctudie l’involution induite sur l’homologie cyclique HC,(A) definie 
dans [C,] et [L-Q] lorsque 4 E k. On note A” le produit tensoriel de n 
exemplaires de A sur k et on note (a,,..., a,) au lieu de 
U,@Ul@ -.. @u,EA”+‘. 
Soit If),, 1 le sous-module de A”+ ’ engendre par les elements 
(a,, a, ,..., a,) tels que l’un des ui vaut 1 pour 1 <i< n. On pose 
C,,=A”+‘/3,+,. On rappelle (cf. [L-Q, Sect. 11) les definitions des 
operateurs b:C,,+C,-, et B:C,+C,+,: b=C;=,(--l)‘di, B=sL avec 
di(u 0 )...) a,) = (a, )‘..) ui ui+ I)...) a,) pour 0 < i < n - 1, d,(u,, ,..., a,) = (a,,~,,, 
a, ,.*., a,- l), s(+b..., %) = (1, a, ,... , 4, 4% ,..., a,) = (- l)n(un, a, ,... 2 a,- 1) 
et L= 1 +x + ... +x”. 
Posons y: C, + C,, Y(~o,..., a,) = (- l)“@+ 1)‘2(lio, E,, r?,- ,,..., iii). Le 
signe est periodique de periode 4: +, -, -, +, etc. 
LEMME 1.1. On a by=yb et By= -yB. 
DPmonstrution. On constate que di y = ( - 1)” yd, ~ i car n(n + 1)/2 + 
(n - 1) n/2 E n mod 2. D’ou il vient 
by= f (-l)idiy= f (-l)i(-l)nydn-i= f: (-l)‘ydj=yb. 
i=O i=O j=O 
On constate aussi que ys = -syx, yL = Ly et XL = L. On a done 
yB=ysL= -syxL= -syL= -SLY= -By. 1 
Ce lemme et l’hypothese 4 E k nous permettent de scinder le bicomplexe 
b 
122 JEAN-LOUIS LODAY 
en somme directe de deux sous-complexes 99 + et 93 ~, 
I I I I I I 
c; -C; -c,t c; -c,+ +---cc, 
I I 
9’ CT -c, 
3J I 
LJ c; - c,+ 
I I 
Cl c, 
ou y optre par + 1 sur C,+ et par - 1 sur C; _ 
L’homologie du complexe total Tot 93 est par definition l’homologie 
cyclique HC,(A) de A et l’homologie de la premiere colonne est 
I’homologie de Hochschild de A a coefficients dans lui-m&me que I’on note 
H,(A 1. 
DEFINITION-NOTATION. On pose H,+(A) = H;(C+,(A), h), H;(A) = 
H;(C-*(A), h), HC,+(A) = H,(Tot g,‘(A)) et HC,:(A) = HJTor &(A)). 
On a evidemment H, = H,+ @ H,: et HC, = HC,? @ HC,: . 
TH~OR&ME 1.2. Lorsque A est une k-algPhre munie dune involution et 
que f E k la longue suite exacte de periodiciti (cf: [L-Q]), 
. ..- H,,(A)~HC,(A)*HC,_,(A)~H,,_,(A)-... 
est la somme directe des deux suites e.xactes 
..’ - H,+(A)-i,HC,+(A)--S-,HC,,(A)~H,+_,(A)-... 
et 
. ..- H;(A)--~,HC,;(A)&HC;~,(A)B~H,,(A)-.... 
Ddmonstration. I1 suffit de remarquer que l’on a une suite exacte de 
complexes 
0+c+* +TotS3++TotW-21-0 
(idem en khangeant + et - ). fl 
Lorsqu’on compose les homomorphismes HC,+ + HC,;- 2 et 
HC, 2 + HC,y- 4 on obtient un homomorphisme HCZ -+ HC,+_, qu’il est 
interessant d’inclure dans une suite exacte du type ci-dessus. 
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DEFINITION-NOTATION. Considerons le bicomplexe F + (resp. F - ) 
forme des deux premieres colonnes de a+ (resp. S) et notons 
HT,+(A) = H,(Tot T+) (resp. HT;(A) = H,(Tot F-)). 
PROPOSITION 1.3. On a une suite exacte 
... -H;(A)- HT,f(A)- H,,(A)% H,+_,(A)- . . . 
et une suite exacte analogue en Pchangeant + et -. 
TH~ORI~ME 1.4. Lorsque A est une k-algsbre munie d’une involution et 
que $ E k on a une suite exacte. 
... -HT,+(A)+HC,+(A)+HC,+_,(A)+HT,+_,(A)+ ... 
(et I’analogue en Pchangeant + et -). 
Dtmonstration. 11 sufft de remarquer que l’on a une suite exacte de 
bicomplexes 
On sait (cf. [L-Q]) que dans le cas rationnel (a c k) HC,(A) est donne 
par l’homologie du complexe (A* + ‘/( 1 - x), b). 
On va montrer un theoreme analogue pour HC,+ (resp. HC;). 
TH~OR~~ME 1.5. Soit A une k-algPbre munie d’une involution et supposons 
Q c k. On a alors un isomorphisme 
HC,+(A)=H,(A*+‘/(l-x, l-y),b) 
et un isomorphisme analogue en remplagant HC+ par HC- et y par -y. 
Pour comparer les complexes Tot g+ et (A* + ‘/( 1 - x, 1 - y), b) on 
introduit un complexe intermediaire Tot g+. 
Rappelons (cf. [L-Q]) que %’ = %‘(A) est le bicomplexe 
I I I 
1 --5 A”+‘- A n+l l--x d--A”+l- A fl+1 ( . . . 
b 
I 
-b’ 
I 
b 
I 
-b’ 
I 
A” - A” - A” - A” - 
oh b’=C;=; (-l)jdi. 
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Sur les colonnes numtro 4m (resp. 4m + 1, 4m + 2, 4m + 3) on met l’in- 
volution y (resp. -yx, -y, yx). Ces involutions induisent une involution 
sur V grace au resultat suivant. 
LEMME 1.6. On a by = yb, b’yx = yxb’, y( 1 -x) = (1 -x)( -yx) et 
yL = Ly. 
DPmonstration. La premiere Cgalite a ete montree en 1.1. La seconde 
resulte de b( 1 - x) = (1 - x) 6’ et de d,x = ( - 1)” d, par 
b’yx = (b - ( - 1)” d,) yx = y(b - ( - 1)” d,) x 
=y(xb’+(-l)“y&-(-l)“yd,)=yxb’. 
Les deux dernieres rtsultent de yxy ~ ’ = x- ‘. 4 
Ainsi le bicomplexe V se scinde en %? + @ V . 
PROPOSITION 1.7. Les complexes Tot %Y+ et Tot %?+ sont quasi- 
isomorphes (idem en changeant + en - ). 
DPmonstration. Le quasi-isomorphisme entre V et W decrit dans [L-Q, 
Sect. l] (et qu’on peut obtenir en appliquant le lemme d’elimination des 
complexes acycliques, cf. App. 2) preserve les involutions. 1 
DPmonstration du thPorPme 1.5. Lorsque Q c k les lignes de %? sont 
exactes sauf eventuellement en 0.11 en est de m&me pour %?+, done Tot %‘+ 
est quasi-isomorphe a (A* + ‘/( 1 - x, 1 - y), 6). 1 
Lorsqu’on n’a pas Q c k mais seulement t E k le theoreme 1.5 est rem- 
place par une suite spectrale. 
Les operateurs x et y sur A” + ’ verilient xn + ’ = y* = 1 et yxy ~ ’ = x ~ ‘. 
Ceci est la presentation du groupe ditdral D,, , . Ainsi A”+’ est un D,, 1- 
module. 
PROPOSITION 1.8. Si f E k on a une suite spectrale du premier quadran: 
E;, = HP, + , , AY+ ‘)s HC;+,(A). 
La demonstration sera faite ulterieurement (cf. 2.3 et 3.6). 
1.9. EXEMPLES. Si A = k on a HC,+(k) = k, 0, 0, 0 et HC;(k) = 0, 0, k, 0 
suivant que n = 0, 1, 2, ou 3 mod 4. Si i E k, A commutatif et ti = a, alors on 
a HC,+(A)=A, HC;(A)=O et HC[(A)=Hb,(A) et HC;(A)=SZ$,/dA. 
Si de plus k contient Q et A est lisse (cf. [L-Q]) on a 
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I-c 
= &“fd@” - 1 $H&~-~Qfl;i~@ a.., 
HC &+,=HgR-1@H$‘i5@ 4.. 9 
HCg,=Hgi2@Hg;6@.‘. et 
HCz,+,=S2 2n+‘/dSZ2”@H~;3@H$&7@ . . . . 
EXEMPLE. Soit k = IR le corps de base et A = @ muni de la conjugaison 
classique des nombres complexes. On constate que l’homologie de 
Hochschild de C est H,(C) = C et H,(C) = R pour n > 0, un generateur 
&ant donnt par i@ i@ . . . 0 i. L’homologie cyclique est H&(C) = @ et 
H2n(~)=Ov HC2n+1 (C) = R pour n > 0. Celle-ci se decompose en 
HC,+(@)=R, HC,+(C)=O pour m#4n+3 et HC,+,+3(@)=R ainsi qu’en 
HC&(C)=iR, HC,+(C)=O pour m#4n+ 1 et HC&+,(C)= R. 
1.10. Lorsque A est commutatif, HC,(A) est muni dun produit (cf. 
[L-Q]) *: HC,(A) x HC,(A) + HC,+,+ ,(A). Ce produit est compatible 
avec la decomposition HC=HC+OHC- au sens suivant: 
HC; x HC; + HC -V “+p+l, &= + ou -, q= + ou -. 
2. HOMOL~CIE QUATERNIONIQUE 
Soit Qm = {x, y 1 xm = y*, yxy - ’ = x- ’ } le groupe des quaternions 
generalids. 11 est d’ordre 4m car il s’identifie au sous-groupe des quater- 
nions engendre par einim et j. Son quotient par le centre (isomorphe a Z/22) 
est le groupe diedral 
D,= (x,y 1 Xm=y2=1,yxy-r=X-l). 
Ce dernier contient le sous-groupe normal cyclique d’ordre m 
C,=(XIXm=l}. 
L’avantage des groupes Q, (versus D,) vient de ce que le Q,-module 
trivial Z possbde une resolution libre pkriodique (de p&ode 4) (cf. Appen- 
dice 1). On va montrer que ces resolutions “se recollent bien” pour definir 
une theorie d’homologie HQ,. Lorsque 4~ k cette theorie coincide avec 
HC,+. 
On adopte les notations di: M,, + M, _, et sj: M, + M, + , pour les 
opkrateurs face et degenerescence dun ensemble simplicial M.. 
DEFINITION. Un module (simplicial) quaternionique (resp. dibdral) est un 
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module simplicial M. muni pour tout n > 0 d’une action a gauche de Q, + , 
(resp. D, + ,) sur M, telle que 
dix= -xd,+,, s,x = -xsip, pour 1 <i<n, 
di7V=(-l)“yd~-i, s,y=(-l)“+‘y~+~ pour O<i<<, 
pour di:M,+M,p, et si:M,,+M,,+,. 
L’element x (resp. y) designe un generateur de Qn + , ou Q, ou Q,, z 
suivant sa place dans la formule. On deduit de ces formules (cf. 3.1) 
d,x=(-l)“d,, ~,,.x=(-l)~+‘.~~s,. 
EXEMPLE 1. Soit A une k-algebre involutive. On pose M, = A On+ I, les 
operateurs d,, sj, x et y sont donnes par 
d,(ao,..., a,) = (a,,..., UP,+ I,..., a,), Odi<n, 
4(ao,..., a,) = (Qnao, a,,..., a,- 11, 
s,(a,,..., a,,) = (a,,..., a;, 1, a,, , ,...1 a,), 
X(UO,..., a,) = (- 1 )“(a,, a,,..., a,- 11, 
y(ao,..., a,) = ( - 1 )n(n + ’ “2(ao, a,, a, ~ , )...) a, ). 
A4. est alors un module diedral que l’on note Ah. 
EXEMPLE 2. Si ye E k est une racine 4n-ieme de l’unite on peut munir 
M = A@‘+’ d’une structure quaternionique qui n’est diedrale que si 
v 2::= 1, 
LEMME 2.1. Posons h = C:‘=. ( - 1)’ d,, b’ = xy~d ( - 1)’ di, L = c:‘= o x’, 
et N=C,.,~+,g,pourd,:M,,~M,,~, et.uEQ,,+,. 
On a alors les relations 
(a) b(l -x)=(1 -x)b’, 
(b) 6y=yb, 
(c) b’yx = yxb’, 
(d) b’L = Lb, 
(e) b’N = Nb. 
Dkmonstration. Montrons tout d’abord que bx = xb’ + ( - 1)” d,. On a 
bx = C;=. (- l)‘d,x = C:=, (- 1 )im ’ xd,- , + d,,x = xb’ + (- 1)” d,. La for- 
mule (a) en decoule immediatement. Pour (b) on a 
by= i (-l)‘diy=(-1)” i (-l)iyd,-;= i yd,=yb. 
i=O i=O j=O 
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Pour (c) on a 
b’yx=(b-(-l)“d,)yx=y(b-L&)x 
=y(xb’+(-l)“d,-(-l)“d,)=yxb’. 
Pour (d) on remarque que (- l)i dj= (- 1)” xid,xpiB1, on a done 
n-l ” 
Lb= 2 1 (-l)nxixkdnXp’--I 
j=o k=O 
ConsidCrons la somme des monhmes ci-dews tels que j + k = y1 ou = i + n, 
soit 
(-l)“x’d, i x~k~‘+(-l)HXi+“d, i X-k-l . 
k=O k=i+l 
En utilisant l’identitt: x”d, = y’d,, = d, y* = d,x”+ ’ cette somme s’tcrit 
i x-~-‘+ i .x”-~ = ( - 1)” x’d, 
k=O k=i+l 
D’autre part on a 
,I ~ I ,I n-l 
b’L= c c (-l)“xid,x-iplxi= c (-l)“x’d, 
i=l) j-0 i=O 
d’oh Lb = b’L. 
Pour (d) on utilise N = LY avec Y = 1 + y + y2 + y3, soit 
b’N=b’LY= LbY= LYb= Nb. 1 
ConsidCrons le diagramme % (M.), 
I I I I I M, z M,OM, .p M,OM, .7 M, c M, - . . . 
b 
I 
~ Lb’ ,,I 
I 
[” b’l 
I 
-bi bl 
M n-, -M,-,@M,_, -M,-,OM,-, - Me, -M,-I - ... 
I I I I I 
od la nitme ligne est obtenue and tensorisant M, par la r&solution du 
-module trivial Z donnCe dans l’appendice 1, soit a = [ 1 -x 1 -y], 
c1 +yj ‘,“_‘:], y = [~x~xl] et b = C;=. (- l)i di, b’ = C;=i (- l)i di. 
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PROPOSITION 2.2. 2(M.) est un bicomplexe de k-modules. 
Dkmonstration. La seule verification a effectuer est l’anticommutativite 
des quatre cart& ci-dessus. Pour celui de gauche, 
b[l-x l-y ]=[I-vK l-y] 
ceci resulte de (a) et (b). 
Pour le second, 
L 1 +yx I[ L -(l+y) x-l = -(l+y) 
Ceci resulte de (d), (c), (b), et (a). 
Pour le troisieme, 
l+yx b 
x- 1 I[ 1 b’ 
ceci resulte de (a) et (c). 
Pour le dernier b’N= Nb; c’est (e). 1 
DEFINITION. Soit M. un module simplicial quaternionique. Son 
homofogie quaternionique est HQ,(M.) = H,(Tot 22(M.)). En particulier si 
M,,=A”+’ on note HQ,,(A) au lieu de HQ,,(Ah). Si on modifie la structure 
ditdrale de A en changeant y en -y on obtient un nouveau module 
quaternionique Ab dont on note ~ ,HQ,(A) l’homologie. 
La premiere suite spectrale associte a un bicomplexe nous donne 
immediatement la 
PROPOSITION 2.3. II existe une suite spectrale du premier quadrant 
dont la d$fh-entielle d’ est induite par 6. 
COROLLAIRE 2.4. Si Q c k on a un isomorphisme HQ,(M.)= 
ff”W,)Q*+,~ b). En particulier HQ,(A) = H,(A*+‘/(l -x, 1 -y), 6) et 
~lHQ,(A)=H,(A*+‘/(l-x, l+y),b). 
Dt!monstration. Puisque Q c k l’homologie de la n-i&me ligne du bicom- 
plexe 9 est nulle sauf en degrt 0 oti l’on trouve le groupe des coinvariants 
(M,)Q,+,. I 
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T&OR&ME 2.5. Soit M. un module simplicial diidral et supposons f E k. 
On a alors un isomorphisme nature1 
HQnW.) = HC: W.) 
En part&her, si $~k, on a HQ,(A) = HC,+(A) et -,HQ,(A) = HC;(A). 
DPmonstration. On considere SJ comme le complexe (de complexes) 
CM.7 6) d- (M., -b’)O(M.,6)~(M.,b)O(M.,b’) 
,y Of.7 -b’) 2- (M., b) -. . . . 
L’hypothbe “M. est un module diedral” implique que y* = 1 = (yx)‘. Puis- 
qu’en outre 4 E k le complexe (M., b) (resp. (M., b’)) se scinde en 
M.+ @ fJ4- (resp. 44; @ A4”) grAce A l’involution y (resp. yx). 
Le sous-complexe de Q, 
M.- 2-- M.- - 0 c- 0 - M- d--a . . 
est acyclique car 2 est inversible. D’autre part le complexe quotient de 8, 
O+-O-M”dM”-0-a.. 
est aussi acyclique. On en conclut que S! est quasi-isomorphe a 
M+ C-M*@~~M+ &M-@Mu~M+ ,IMu,NhP - 
Od 
LO 0’ 
p= 1 0 2 L 
0 0 -2 
11 s’en suit que 
OeM”@M+cM“@M+cOcOt ..* 
est un complexe acyclique quotient du complexe precedent. D’ou S? est 
quasi-isomorphe a 
x-l M+ <1--x WC L M-( ,j,f”, --N M+< . . . 
qui est lui-m$me isomorphe au complexe V+ defini au paragraphe 1 (du 
moins dans le cas M, = A”+ ‘). 1 
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Soit M. un module simplicial quaternionique. On note 
s=s,:M,+M,+, le dernier optrateur de degenerescence. On constate 
aisement que c’est une homotopie pour le complexe (M., b’), c’est-&dire 
b’s+sb’= 1. 
Posons B=(l-x)sL=M,+M,,+,. On construit alors un nouveau com- 
plexe T,(M.), 
M ,,+,OM,OM,+, AM,OM,+,@M,+z+ ‘.. 
Pour montrer que 6’=0 le seul point non trivial est de prouver que 
Bb + bB - (1 -y’) = 0. Ceci resultera du thtoreme 2.7 ci-dessous, mais on 
peut le montrer directement en utilisant les formules du Lemme 2.1, 
Bb+bB=(l-x)sLb+b(l-x)sL=(l-x)sb’L+(l-x)b’sL 
=(I-x)(sb’+b’s)L=(l-x)L=l-.u”=l-~~~. 
Notation. On note HT,(M.) le n-ieme groupe d’homologie de T,(M.). 
PROPOSITION 2.6. Si M. est un module ditfdral et si +E k, HT,(M.) est 
isomorphe ti HT,+ (M,) drCfini au paragraphe 1 (dans le cas M, = A” + ’ ). On a 
alors une suite exacte 
... -H,+(M.)-*HT,(M.)-,H,,(M.)~H,+_,(M.)-, . . . . 
Demonstration. Puisqu’on est dans le cas diedral avec $E k l’involution 
y permet de scinder (M., b) en M.+ 0 M.-, I1 suflit alors d’appliquer le 
lemme d’tlimination des complexes acycliques (Appendice 2) au complexe 
acyclique 
. . . + M,+ 0 M,:- , 0 M, , 0 M, 2 
& M,‘, , @ M,+ @ M, @ M,;- , + . . . 
On voit alors que T, est quasi-isomorphe a 
qui est precistment Tot 9 + defini au paragraphe 1. l 
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T~~OR~ME 2.7. Pour tout module simplicial quaternionique M. on a une 
longue suite exacte 
DPmonstration. Soit F le bicomplexe form6 des quatre premieres 
colonnes de 2. La periodicit& de 9 montre qu’il suffrt de prouver que 
Tot(F) et T, sont quasi-isomorphes. Pour cela on va employer le lemme 
d’tlimination des complexes acycliques (cf. App. 2). On Climine d’abord la 
quatrieme colonne (M., -b’) et ceci ne change pas les differentielles. 
De mime Elimination de la partie (n/r, b’) de la troisieme colonne n’af- 
fecte pas les differentielles. Par contre Elimination de la partie (M., -b’) 
de la seconde colonne am&e la correction 
On a done le diagramme 
dont le complexe total est T,. a 
EXEMPLE. Calculons HT,(k) et HQ,(k). On a M, N k et b: M, + M,- , 
est 0 si n est impair et l’identite si n est pair. On peut done, dans le com- 
plexe T, , tliminer les complexes Mzi _ 1 c M,, et il reste 
k-kkk-O-O--... 
On a done HT,(k) = k, HT,(k) = k/2k, HT,(k) = Zk (i.e., la 2-torsion de k) 
et HT,(k) = 0 pour n 2 3. Par le theoreme 2.7 on en conclut que HQ,(k) 
est periodique de periode 4: HQ,(k) = k, HQdn + ,(k) = k/2k, HQ4” + 2 = ,k, 
HQ -0. 4n+3- 
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3. INTER~RCTATION EN -rERbfEsDE FONCTEURS DBRIV~S, HOMOL~OIE DtiDRALE 
Dans [C2] A. Connes a montre que l’homologie cyclique pouvait s’in- 
terpreter en termes de foncteurs derives, le point-cl6 etant la construction 
dune petite categoric AC contenant la categoric simpliciale A et les 
groupes cycliques C, = Z/nZ. On fait de m&me pour l’homologie quater- 
nionique et les groupes Qn. Ce formalisme etant aussi valable pour les 
groupes diedraux il nous permet de construire et d’etudier l’homologie 
diedrale HD, . 
Les catkgories AD et AQ 
3.1. DEFINITION. Un ensemble quaternionique (resp. diidral) est la don- 
nee d’un ensemble simplicial X, muni pour tout n 2 0 d’une action a gauche 
de Qt,+l (resp. D, + ,) sur X,, vtritiant 
d,x=xd,-,, six = xsj_, pour 1 <idn, 
(3.1.1) 
d, y = yd, ~ i , SjycsVS,-i pour 06i6n 
(avecd,:X,-rX,~,,s,:X,~X,+,,xetyltantdansQ,,Q,+,,o~Q,+~ 
suivant leur place dans la formule). 
LEMME 3.2. On a les relations d,x = d, et sOx = x’s,. 
Dkmonstration. A l’aide des relations de definition et des relations de 
Qm on montre que 
d,=d,y4=ydoy3=y’d,x”+‘=y’xd,_,x”= 
= y*x”d,,x = y4d,x = d,,x 
et 
sax = so y*xy* = y*soxy* = xn+ *sox~v2 
=x%,x n+ly*=x*s, y4=,y*s,. 1 
Si dans la definition 3.1 on “oublie” y et les relations oti il intervient on 
obtient la notion d’ensemble cyclique (cf. [C2]) lorsque xnf ’ = 1. 
(3.2.1) EXEMPLE. Soit G un groupe et G. l’ensemble simplicial don& 
par G,=G”+r (produit cartesien), d,(g, ,..., g,) = (g, ,..., gi gi+ 1 ,..., g,). On 
munit G. d’une structure cyclique en posant 
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puis d’une structure diedrale en posant 
YkOY~ gn)=(gol,gnl,...,g;l). 
A cet exemple est canoniquement associt le module diedral k[G.] qui 
est precisement ah pour A = k[G] (cf. sect. 2). D’autres exemples seront 
don& dans la section 4. 
De mCme qu’un ensemble simplicial peut &tre d&it comme un foncteur 
contravariant de la categoric d dans celle des ensembles, un ensemble 
quaternionique (resp. ditdral, resp. cyclique) peut Ctre d&it comme un 
foncteur contravariant dune categoric dQ (resp. AD, resp. AC) dans Ens. 
On va construire la categoric oppode, c’est-a-dire AQ”“. Ses objets sont 
ceux de Aop, c’est-g-dire [n] pour n 20. On definit l’ensemble des 
morphismes par generateurs et relations. Les generateurs sont deux de A”P 
et des Q,,, a savoir di: [n] + [n- 1) et si: [n] + [n+ 1) pour O<i<n et 
x: [n] + [n], y: [n] --, [n] pour x, y E Qn + 1. Les relations sont 
(i) les relations de AoP(didj = dj- 1 di si i < j, etc.), 
(ii) les relations des Q, + 1, 
(iii) les relations (3.1.1) de definition dun ensemble quaternionique. 
PROPOSITION 3.3. Tout morphisme [m] + [n] de AQ”” s’krit de 
manike unique z of auec f~ Hom,,,( [ml, [n]) et z E Q, + 1. En particulier 
Aop est une sous-catigorie pleine de AQ”” et AutdeoP( [n]) = Q, + , . 
DPmonstration. Tout morphisme de AQop de la forme go w  avec 
w  E Q,,, , et gE HomAo,,( [m], [n]) peut &tre reecrit, grace aux relations 
(3.1.1) et au lemme 3.2, sous la forme z~favecf~Hom,~~([m], [n]) et 
z E Q, + 1. Ceci montre l’existence. Pour l’unicite il faut et il suflit que l’ap- 
plication (g, w) H (z,S) soit bien dtfinie. En d’autres termes, on va mon- 
trer que les relations (3.1.1) sont compatibles aux relations de Aop dune 
part et aux relations de Q, + 1 d’autre part. Nous ne traiterons explicitement 
que le cas de la relation didj = dj- 1 di associie au gtntrateur x et le cas de 
la relation yxy - ’ = x - ’ associee au gentrateur di. 
Pour le premier cas on a (avec i <j), 
didjx=dixdj~,=xdi-,d,-, si if0 et = xd, _ , dj _ 1 sinon. 
D’autre part 
dj-Idix=dj-1xdi~1=xdj_*di--1 si i#O et = dj _ , d, sinon. 
Or on constate que di-ldj-l=dj-ldi-l (cas i#O) et si i=O on a 
d, _, dj- 1 = dj ~ 1 d,, . Pour le second cas, on a, pour i # n, 
diyxy-‘=yd,_ixy-l=yxd,_i-,y-‘=yxy-ldi+,. 
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D’autre part on a 
or on a bien y.~~~‘=x~‘. Lorsque i=n on a d,,~x~~‘=~~I,x~-‘= 
yd,, y+ = d, et d’autre part d,x-’ = d,x” = cl,. 
La seconde assertion est immediate vue que les seuls isomorphismes de 
Aop sont les identitts. 
On decrit de la meme man&e les categories ADop et ACop a partir des 
groupes D, et C,, et des relations (3.1.1). 
Par definition on appelle module quaternionique ou ApoP-module (resp. 
module ditdral) un foncteur de AQop (resp. ADop) dans la categoric des 
k-modules. Cette definition est equivalente a celle donnte au paragraphe 2 
(changer x en ( - 1)” x et y en ( - 1 ),I’ + ’ “’ y). Un foncteur de AQ dans 
k-Mod sera appele un AQ-module. 
Le module diedral (et done quaternionique) [n] H A” + ’ (cf. exemple 1 
de la sect. 2) est note A tl (et Ah si on change le signe de faction de .v). 
3.4. Soit M, un AQP-module et N. un AQ-module. On definit leur produit 
tensoriel N. OJQ M, comme ttant le groupe abilien 
LI N,, Ok Mnl- 
n > 0 
oh la relation d’equivalence - est engendree par: pour tout XE N,,, tout 
Y E M, et tout cp E HomAQ( Cnl, Cm1 1 on a CexCi3 go*(y)) - (cP,(~x) 0~). 
Le foncteur N. adem de la categoric des modules quaternioniques dans 
celle des modules est exact a droite et admet des foncteurs derives que I’on 
note Tor;lQ(N., - ). On definit de meme les foncteurs TortD( N., - ). 
On note k, le de-module trivial donnt par (k,),= k et (p* =id pour 
tout morphisme cp de AQ. 
TH~OR~ME 3.5. Soit M. un module quaternionique. I1 y a un isomorphisme 
nature1 
Tor,dW,, M. I= HQ,(M), 
en particulier ToriQ(k,, Ah) = HQ,(A) er Tor,dQ(k,, A b, = _ ,HQ,(A). 
Demonstration. Comme dans [C2] pour Je cas cyclique on va utiliser 
une resolution projective particuliere du de-module trivial k. 
Soit C” le de-module defini par (Cm),, = module libre sur l’ensemble 
HomdQ( [ml, [n]). On remarque que f@x WY*(X) induit un 
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isomorphisme Cm BAQ M. N M,, ce qui montre que C” est un AQ-module 
projectif. 
On detinit un bicomplexe (C p*q, dh, d”), p et q > 0, de AQ-modules en 
posant 
CP.4 = p si q-0, 3 mod4, 
=cqocq si q=l,2 mod4. 
Les morphismes ai (resp. x, y) de AQ definissent par composition a 
droite des homomorphismes de AQ-modules C” + Cm- ’ (resp. C” --f Cm). 
Les differentielles dh et d” sont don&es par les m&mes formules que dans le 
complexe % du paragraphe 2 en y remplacant d, par 6,, x par ( - 1)” x, y 
par (- l)m(m+‘)12 y et yx par (-l)m~(-l)m(m+1)/2y. 
Le lemme 2.1 implique que l’on a bien un bicomplexe. L’homologie des 
complexes horizontaux est nulle sauf en degre 0 ou l’on trouve le 
AQ-module des coinvariants ( Cm)/( 1 - ( - 1)” x, 1 - ( - 1 )m(m+ ‘)I* y). 
Comme dans le cas cyclique son n-i&me terme est le module libre sur 
Hom,( [ml, [n]) et le complexe associe est celui du n-simplexe standard 
A”. En conclusion l’homologie du bicomplexe (Cp9q, dh, d”) est triviale sauf 
en dimension (0,O) ou l’on trouve k. 
On se sert de cette resolution de k pour calculer TortQ(k,, M.). Puisque 
C” 8 de M. = M,, et vue la definition de dh et d”, le bicomplexe de 
k-modules (C*‘* @dQ m , dh @ 1, d” @ 1) est precisiment le bicomplexe 
d(M.). Par consequent on a TortQ(k,, M.) = HQ,(M.). 1 
Remarque. On d&nit l’homologie diidrale d’un anneau sans 
hypotheses sur k en posant 
HD,(A)=TorfD(k,,, Aq) et _ IHD,(A) = Tor,dD(k,, Ab). 
La demonstration ci-dessus utilise la resolution particuliere du 
Q,-module trivial Z don&e dans l’Appendice 1. On peut aussi utiliser la 
resolution standard pour construire un bicomplexe dont l’homologie est 
l’homologie quaternionique. L’inter& de ce nouveau complexe est qu’il 
existe aussi dans le cadre ditdral (et m$me plus gtneralement, cf. [F-L]), 
ce qui permet de montrer le resutat suivant. 
PROPOSITION 3.6. Soit hf. un module dibdral. II existe une suite spectrale 
du premier quadrant 
J$q=HpU’q+u Mq) =-HD,+,W.) 
dont la dij@-entielle d’ est induite par b = Cfzo (- l)i di. 
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DPmonstration. On construit une resolution du AD-module trivial k par 
un bicomplexe C”‘ de la maniere suivante. 
Soit EP,Y[n] l’ensemble des suites de morphismes de AD 
[q] -L[q] -% . . . cqP+ Csl~ Cfll 
oh giEDy+, (considtre comme un morphisme de AD) et 
aEHom dD( [q], [n]). Si /I: [n] -+ [n’] est un morphisme de AD il dttinit 
8, : (%P.Y[n] + (IP,Y[n’] par composition de c( et /?. Crp,y est ainsi un foncteur 
de AD dans Ens. Le k-module libre sur KP.y, soit Cp-y, est un AD-module. 
En fait C’,’ est un AD-module bisimplicial. En effet on dtlinit une structure 
bisimpliciale sur (5 / de la maniere suivante. Horizontalement on obtient 
d: d’un element en “supprimant” le ieme object [q] (et en y substituant, 
Cventuellement, le compose dans AD). On obtient S; d’un Clement en 
ins&ant [q] 4’ [q] au bon endroit. Verticalement soit 8: [q’] --f [q] un 
morphisme de A (et done de AD). Ecrivons c1= cpog avec (PE Horn, et 
g E D, + , . On construit le diagramme ci-dessous cran par cran 
[4’1 - Cdl - .‘. - [q’] - Cdl ’ ’ l Cnl 
I I I I8 I’ 
CYI yI CL71 7 ..’ 7 141 7 Cql -y+ Cnl 
en utilisant la proposition 3.3 c’est-a-dire le fait que dans AD pour tout 
ge D,, 1 et tout 0 E Hom( [q’], [q]) il existe un unique 0*(g) ED,. +, et un 
unique g*(S) E Hom( [q’], [q]) tels que 
La ligne du haut du diagramme est 0*(g, ,..., g,, cp og). Les proprittes de la 
composition dans AD impliquent que les structures simpliciales et horizon- 
tales commutent. En definitive (5 “’ est un AD-ensemble bisimplicial. 
Le AD-module Cp.y est projectif car pour tout module diedral M. on a 
un isomorphisme Cp,q BAD M, = k[(D,+ ,)P] Ok M,. 
Tout module bisimplicial donne naissance a un bicomplexe. Ce bicom- 
plexe (5” est une resolution du AD-module trivial k,. En effet horizon- 
talement (q fixe) les complexes admettent une homotopie de 1 a 0, leur 
homologie est done nulle sauf en 0 oti l’on trouve le AD-module k,. Ver- 
ticalement (p = 0) la differentielle est alternativement 1 ou 0, d’ou le 
resultat. En conclusion on a montre le 
LEMME 3.7. L’homologie du bicomplexe C’*’ OdD M. est HD,(M.). 
Le calcul de Cp,y OdD M. ci-dessus et l’explicitation des differentielles 
montrent que pour q lixe l’homologie est H,(D, + , , M,), par consequent la 
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suite spectrale cherchee est l’une des suites spectrales du bicomplexe 
C’*’ OAD hf.. 
COROLLAIRE 3.8. Soit M. un module diedral (et done quaternionique). Si 
1 E k on a un isomorphisme HQ,(M.) = HD,,(M) pour tout n > 0, en par- 
ticulier HQ,(A) = HD,(A) sous cette hypothese. 
Demonstraton. Ceci rbulte de l’isomorphisme H,(D,, - ) = H,( Qn, - ) 
lorsque 2 est inversible dans les coefficients et dune comparaison de suites 
spectrales. 1 
Interpretation topologique des homologies diedrale et quaternionique 
Soit F: tI -+ Ens un foncteur d’une petite categoric 6 dans les ensembles. 
Suivant [B-K] on lui associe une categoric 6, de la man&e suivante. Un 
objet de tXF est un couple (C, x) oh C est un objet de (5 et x e F(C). Un 
morphisme (C, x) + (C’, x’) est un morphismef: C + C’ tel queJ,(x) = x’. 
Le classifiant de tXF est un espace qu’on appelle la colimite homotopique de 
F. En particulier tout ensemble diedral X: ADop + Ens (resp. quaternioni- 
que X: dQoP + Ens) a une colimite homotopique que l’on note \lXlldD 
(resp. llXllAQ). La restriction de X i2 dop est un ensemble simplicial dont la 
realisation geomttrique est homotopiquement tquivalente a la colimite 
homotopique (cf. [B-K]), on la note IIXII. 
THI~OR~ME 3.9. Soit X un ensemble diedral et k[X] le module diedral 
qu’il definit. On a alors un isomorphisme 
HD,(kCXI) = J-f,{ llW’D, k). 
En particulier HD,(k[G])=H,(IIG (I , ti AD k) (cjI exemple 3.2.1). La m&me 
assertation est valable en remplagant diedral par cyclique (cf: [B] ) ou 
quaternionique. 
Demonstration. Pour calculer H,( llXl\ AD, k) on construit un complexe 
k[Z,] de la maniere suivante. Le foncteur X permet de definir la categoric 
(dop), dont le nerf est un ensemble simplicial Z.. Les modules libres k[Z,] 
forment un module simplicial qui donne naissance au complexe k[Z,] (la 
differentielle ttant bien sfir C( - l)i di). L’homologie de k[Z,] est 
H,( IWII AD> k). 
Construisons maintenant un complexe dont l’homologie est 
ToriD(k,, k[X]). Pour cela on construit une resolution libre C du AD- 
module trivial k, de la man&e suivante. Soit HOM,, la categoric dont les 
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objets sont les morphismes de AD. Un morphisme dans HOM,, de 
f: [p] + [I] vers g: [q] + [I] est la don&e de h: [p] + [q], morphisme 
de AD tel que go h =f: Le nerf de HOM,, est un ensemble simplicial ‘I).. 
En fait ‘2),, est un AD-ensemble via [f]~ { [p,,] + [pi] + ... + 
CPnl + Cl1 1. 
On a ainsi un AD-module simplicial k[‘I),] qui donne un complexe de 
AD-modules. On vtrilie que ce complexe est une resolution projective du 
AD-module trivial k, (il existe une homotopie de id g 0). 
Pour calculer TorfD(k,, k[X]) on tensorise ce complexe avec le 
ADoP-module k[X]. Or on constate que 
On a ainsi montre que 
H,,( IPII dD> k) = Tot$‘(k,, k[X]) = HD,(k[X]). 1 
Considerons la famille de groupes Q,, , , n B 0. Pour tout 
S~Hom,(Cml, Cnl)ettoutg~Q,+, il existe, d’apres la proposition 3.3, un 
unique element f*(g)E Q,, , et un unique element g*(f)E 
Hom,( [ml, [n]) tels que g 0 g*(f) =f*( g) of: En particulier l’application 
f-f* munit la famille de groupes Q+ , dune structure d’ensemble sim- 
plicial (mais pas de groupe simplicial). 11 en est tvidemment de m&me pour 
les familles des groupes ditdraux D, + , et cycliques C, + , . 
PROPOSITION 3.10. La realisation gPomPtrique de l’ensemble simplicial 
Cnl++Q,+, (rev. Dn+l, resp. C,, ,) est hom&omorphe au normalisateur J 
de S’ duns les quaternions de norme 1 (resp. au groupe O(2) = S’ >Q Z/2, 
resp. S’ ). 
Dkmonstration. Le cas cyclique est immtdiat car l’ensemble simplicial 
n’a que deux simplexes non degtneres, en dimension 0 et 1 (cf. [C2, B-F]). 
Les extensions 1 + C, + D, + Z/2 + 1 impliquent que I’on a une 
fibration S’ + ID.1 + Z/2. Puisque yxy- ’ = x-’ dans D, le generateur de 
Z/2 opere sur S1 par eiBHe-ie, d’ou ID.1 N O(2). 
Les extensions centrales 1 ---f Z/2 + Qn + D, + 1 donnent une fibration 
Z/2 -+ IQ.1 -+ S’ >a Z/2 = O(2) 
ou Z/2 est central dans le groupe du milieu. 
Ce groupe admet la presentation {eie,j 1 j2 = - 1, jeiejpl = e-l’} qui est 
precidment le normalisateur J de S’ dans les quaternions de norme 1. On 
remarquera que Q, est un sous-groupe de J par x H einln, y ~j. m 
Les resultats suivants sont des generalisations immediates du cas cycli- 
que demontre par Burghelea et Fiedorowicz [B-F]. Les dtmonstrations se 
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calquent mutatis mutandis car la seule propriete de la categoric cyclique 
AC utilisee est l’existence et l’unicite de la dtcompositon v, = z of, z E C, + r, 
f~ Hom,,,,( [ml, [n]) pour tout morphisme cp E HomAcop( [ml, [n]). Or 
cette propriete a et& demontree en 3.3. pour AQ (et est aussi valable 
pour AD). 
PROPOSITION 3.11. Le classifiant de la categoric AQ (resp. AD) est 
homeomorphe au classtjiant du groupe topologique ) Q.1 N J (resp. 
ID.1 ‘v W)). 
PROPOSITION 3.12. Soit X un ensemble quaternionique (resp. diedral). 
Notons I( X1( la realisation geometrique de I’ensemble simplicial sous-jacent. 
On a alors unefibration J-t IIXj( -+ (IXlldQ (resp. O(2) + (IXI( + (IXll““). 
COROLLAIRE 3.13. Si X est un ensemble diidral (et done quaternionique) 
l’espace (1 XII AQ est homotopiquement equivalent au produit fibre 
IIXII AD x ,30(2) BJ. 
On en deduit en particulier que HD,(k) = H,(B0(2), k). 
4. HOMOLOGIES DE HOCHSCHILD, CYCLIQUE, ET DIBDRALE D'UNE ALG~BRE DE 
GROUPE 
Soit k[G] l’algebre sur k du groupe G. L’involution est don&e par 
gzg-’ pour g E G. Le calcul de l’homologie de Hochschild de k[G] en 
fonction de l’homologie de certains sous-groupes de G resulte essen- 
tiellement dun isomorphisme dO a Mac Lane [ML, Chap. X, sect. 51. On 
va voir que cet isomorphisme pet-met de ramener le calcul de l’homologie 
cyclique (cf. [B]) et de l’homologie ditdrale de k[G] a celle de certains 
espaces n’ayant que du nn, et du 7~~. De plus la suite exacte de pkriodicite 
s’interprete alors comme une somme de suites exactes de Gysin. 
On commence par des exemples d’ensembles cycliques et diedraux dont 
on decrit les realisations geomttriques. 
4.1, EXEMPLE D'ENSEMBLE CYCLIQUE. Soit & un groupdide, c’est-a-dire 
une petite categoric dont tous les morphismes sont inversibles. Son nerf est 
un ensemble simplicial. Pour le munir dune structure cyclique (il faut et) il 
suffrt de se donner pour tout objet A de & un automorphisme eA tel que 
pour tout f~ Hom(A, B) on ait fo cA = ceof: La structure cyclique sur le 
nerf de Q est donnie par 
&&,-%A,~...-% A,) 
= (A, 
(g”~~~gl)-‘ao ,A$!+A,-- ..-A”-,. 
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En particulier si le groupo’ide n’a qu’un seul objet c’est un groupe G et une 
structure cyclique sur le nerf de G est donnte par un element z du centre de 
G. On note T(G, z) l’ensemble cyclique correspondant. 
4.2. EXEMPLES D'ENSEMBLES DIBDRAUX. Supposons que le groupdide 6 
ait exactement deux objets que l’on note (+ ) et (-). On suppose tout 
d’abord qu’il existe g E Hom( +, - ) tel que f~ gof soit une bijection de 
Aut( + ) sur Hom( +, - ). Si B est muni d’une structure cyclique (c’est-a- 
dire que l’on s’est donnt E, et E- qui verilient E- =gos+ ogP’) on delinit 
une structure ditdrale en posant y( + ) = ( - ), y( - ) = ( + ), u(f) = gfg-’ si 
f~Aut(+), y(f)=g-‘fg si feAut(-), y(f)=f-’ si feHom(+, -) et 
plus gentralement 
y(A& A 2 1 ...A A,) 
=.l4A,) -&$4np,) - ‘. . a y(A,). 
On rencontrera cet exemple dans la situation suivante. Soit G un groupe, z 
un element du centre de G tel que 2-r soit conjugue de G, i.e., tel qu’il 
existe h E G veriliant I” ’ = hzh - ‘. 
Le centralisateur de z dans G est G,=G,-I= {geG Igz=zgj. Le 
groupoi’de Cs. est alors tel que Aut( + ) z G, z Aut( - ), E + = I” et E ~ = z ~ ‘. 
La composition dans 6 est donnee par la composition dans G. On note 
T(G,, z,h) cet ensemble diedral. 
Si le groupo’ide 6 a deux objets mais avec Hom( +, - ) = @, alors on 
suppose que Aut( + ) z Aut( - ) z G. Soit z un element du centre de G. On 
pose E, =i et E- =z -’ et la structure ditdrale sur le nerf de G est dtfinie 
par les m&mes formules que dans l’exemple precedent. On note r+ (G, z) 
cet ensemble ditdral. 
L’espace X( G, z). 
Soit z un element de G. 11 dtfinit un homomorphisme p: Z + G, 1 w  z et 
done une application continue Bp: S’ -+ BG sur les espaces classiliants. 
LEMME 4.3. Si z appartient au centre de G il existe unefibration unique ~5 
homotopie pr& 
S’ -% BG- X(G, z) 
telle que faction de G sur H = rcl S’ soit triviale. L’espace X(G, z) n’a done 
que du rc, et du n2, en particulier si z est d’ordre injiini dans G on a 
Jf(G, z) = B(GI{z)). 
Demonstration. L’element z est dans le centre de G, done si l’on fait 
operer G trivialement sur Z le morphisme p est un module croise (cf. CL]). 
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Or a tout module croise on sait associer un classifiant, note ici X(G, z) et 
une libration homotopique (cf. [L] ), 
S’ -, BG + X(G, z). 
Cette fibration est unique a homotopie pres d’apres le thtoreme 1.4 
de CU. I 
Remargue. La Iibration du lemme 4.3 donne naissance a la suite exacte 
de Gysin 
(CL) ‘. . +N,(BG)+H,(X(G,z))~H,~,(X(G,z))+H,~,(BG)+ ..a. 
L’application S est donnee par le cap-produit avec la classe de 
cohomologie representee par l’application X(G, z) + BS’ = K(Z, 2). 
PROPOSITION 4.4. Soit z un element du centre de G et T(G, z) l’ensemble 
cyclique qu’il d&it. On a alors une equivalence d’homotopie 
IVIG z)IIAc z X(G z). 
Demonstraton. D’apres [B-F] l’ensemble cyclique f (G, z) donne 
naissance a une Iibration S’ + I[ T(G, z)ll + Ilr(G, z)ll dc. Or l’ensemble sim- 
plicial sous-jacent a l’ensemble cyclique T(G, z) est le nerf de G, c’est-A-dire 
Ilr(G, z)ll = BG. 11 est immediat de verifier que l’application S’ -+ Ilf(G, z)ll 
s’identilie d Bp et que l’action de G sur Z est triviale. Par le lemme 4.3 on 
en conclut que Ilr(G, z)lldc= X(G, z). 1 
PROPOSITION 4.5. Soit z un element du centre de G et r+ (G, z) l’ensem- 
ble diedral associe. On a alors une equivalence d’homotopie 
lI~+(G z)ll”” = WG, ~1. 
Demonstration. L’ensemble simplicial sous-jacent a T+(G, z) est 
BG u BG = BG x Z/2. La comparaison des fibrations associees a l’ensemble 
diedral r+ (G, z) et a l’ensemble cyclique T(G, z) montrent que 
Ilr(G, 411dc~ Ilr+(G z)lldD. I 
PROPOSITION 4.6. Soit G un groupe, z un element du centre tel que 
z- I = hzh -’ pour un certain h E G. Alors h/2 opere sur un espace homotopi- 
quement equivalent a X(G, z) dont le quotient sera (abusivement) note 
X(G, z)/(Z/2) et on a 
Ilr(G, 2, h)ll dD = WG, zYW2). 
Demontration. Le groupe Z/2 opere sur l’ensemble cyclique sous-jacent 
A T(G, z, h) par y. L’inclusion d’ensembles cycliques T(G, z) + ZJG, z, h) 
induit une equivalence d’homotopie sur la rtalisation geometrique car elle 
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induit une equivalence d’homotopie sur la realisation geometrique des 
ensembles simpliciaux. I1 s’en suit que Z/2 opere sur un espace homotopi- 
quement equivalent a X(G, z). L’assertion de la proposition est alors une 
consequence de I/r(G, z, h)ll A~ = X(G, z) et de la proposition 3.12. 1 
Remarque sur l’espace homotopique quotient zz = X(G,, z)/(Z/2). Cet 
espace est la base d’une fibration homotopique O(2) + BG, + 2:. I1 n’a 
done comme groupes d’homotopie non triviaux que n, et TZ~. D’apres [L] 
on peut le rep&enter comme le classifiant d’un module croise que l’on va 
dtcrire. Soit Gz le sous-groupe de G engendre par Gr et h (avec 
hzh-’ =z-I). 0 n a h2EGz et pour tout gEG, on a hghW’EG,, d’ou la 
suite exacte 1 + G, -+ G= + Z/2 + 1. Faisons operer G, sur Z via 
G, + Z/2 = Aut Z. On veritie aisement qu’avec cette action Z + G,, 1 HZ 
est un module croise. Son classifiant est homotopiquement equivalent a zz, 
car Tz est aussi la base d’une fibration homotopique S’ + Bf?, + x2. 
Homologies de l’algtbre de groupe k[G] 
Soit M un bimodule sur G. On note A le G-module a droite de groupe 
additif A4 mais oti g E G opere par m 0 g = gP ‘mg. L’isomorphisme de 
MacLane @: MO k[G] @“r&?@C,,(G) est don& par mOg,O ... 0 
&l-k, . . . gJ m 0 Cg, ,..., g,]. I1 induit un isomorphisme de complexes car, 
a droite, les d, sont don&s par d,,(u; g, ,..., g,) = (u og, ; g, ,..., g,), 
d;(u; g, ,..., g,) = (u; g, ,..., gig!+ I,..., g,) pour 1 < i 6 n - 1 et d,,(u; g, ,..., g,) 
= (u;g,,..., g,- ,). On en dtduit l’isomorphisme H,(k[G], M) ‘v H,(G, I@). 
En particulier si M = k[G], on peut decomposer R en une somme directe 
de G-modules. Soit (G) l’ensemble des classes de conjugaison de G et 
choisissons un element z dans chaque classe (z) c G. On note 
G, = {g E G 1 gz = zg} le centralisateur de z dans G. 
PROPOSITION 4.7. On a un isomorphisme nature1 
H,(kCGl) = 0 HAG;, k). 
;E <G> 
DPmonstration. L’isomorphisme de G-modules 
4: zq 
induit un isomorphisme 
HAG UGI 
7- @ k[G/G,], 
ZE <G) 
= 0 HAG, kCGIG,l). 
:E <G) 
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Or, par le lemme de Shapiro, l’inclusion de complexes iz : k @ C,(G,) + 
HW,l C3 C,(G), 163 k1,..., g,) H (z; g, ,..., g,) induit un isomorphisme en 
homologie, d’oh le resultat. 1 
PROPOSITION 4.8 [B]. On a un isomorphisme nature1 
HG@CGI) 2: 0 H,,GUG,, ~1, k), 
is <G> 
de plus, via cet isomorphisme et celui de 4.1, la suite exacte de ptriodicitP en 
homologie cyclique s’identifie i2 la somme directe des suites exactes de 
Gysin ((5;). 
DPmonstration. On prend pour definition de HC,(A) l’homologie du 
bicomplexe %‘(A) du paragraphe 1. 
Faisons operer le generateur x E Z/n + 1 sur C,(G,) par x(gr,..., g,) = 
(- 1)” ((g1,..., gx’ z, g2,..., g,). Cette operation munit C,(G,) dune struc- 
ture de module cyclique (au sens du paragraphe 2, c’est-a-dire avec les 
signes) et l’homomorphisme 
@-‘o xi2 : 
( > 
@ C,(G,) -+ k[G]“+’ 
2~ <G> 
est compatible avec cette structure car G, est le centralisateur de z. On 
forme un bicomplexe 6(G,) analogue a V(A) mais oti A” est remplace par 
CJG,). Le bicomplexe OzEcG) &(G,) est quasi-isomorphe a %T(k[G]) car 
les colonnes paires (resp. impaires) sont quasi-isomorphes par le lemme de 
Shapiro (resp. acycliques). 
D’autre part l’homologie de 6(G,) est HC,( C.(G,)). Le couple (G,, z) 
d&nit l’ensemble cyclique f(G,, z) et on a 
C.(G,) = kCT(G;, z)l. 
Done par le theoreme 3.9 et la proposition 4.4 on trouve 
ff,(Tot &G,)) = H,(lI~(G,, z)lldc, k) = ff,WG,, z), k). 
En definitive on a montre 
J=,(kCGI) = 0 HATot g(G;))= 0 H,GVG;, z), k). I 
2~ <G> :E <G> 
Examinons maintenant les homologies diidrale et quaternionique de 
k[G]. On decompose l’ensemble des classes de conjugaison (G ) de G en 
trois sous-ensembles disjoints (C)O, (G) +, (G) - de la manike suivante. 
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On a (2)~ (G)” si et seulement si z-’ est conjugue de z dans G, 
c’est-a-dire s’il existe LEG tel que zP’=hzhP1 (on a done (F’)=(Z)). 
L’ensemble (G)+ u(G)- est forme des (z) tels que (z)#(z-‘); on 
fait un choix de facon a ce que si (Z)E (G)+ alors (z-‘) E (G)-. On a 
done une bijection entre (G) + et (G) -. 
PROPOSITION 4.9. On a des isomorphismes 
HD,#CGl) 2 0 ff,(X(G,, ~YWL k) 
;t <G)O 
et 
HQ,(HGl) ‘v 0 ff,,( UG,, ~1, k)O 0 ff,(X(G,, ~1, k) 
:<G>O :E <G>+ 
ozi Y(G,, z) est l’espace total d’une @ration B(Z/2) --f Y(G:, 2) + 
JUG,, ~)/(77/2). 
D6monstration. On suit le m&me principe que dans le cas cyclique, a 
savoir on va scinder le foncteur Aq en somme de plusieurs foncteurs, puis 
on va constater que ces foncteurs sont homologiquement equivalents a des 
foncteurs du type k[X.] avec X.: AD + Ens. I1 restera a verifier que les 
realisations geometriques de ces foncteurs sont les espaces indiques dans la 
proposition. 
L’action de y sur k[G]@“” est donnee par y(g,,..., g,) = (- l)n(n+1”2 
(8, ’ 2 g, l ,..., g; ‘). Via l’isomorphisme de MacLane elle se traduit par une 
action sur k[G] 0 C,(G), 
y(u0 [g, )...) g,]) = (- l)n(H+l)‘*(g-lU-lg@ [g,‘,..., g;‘]), 
oh g=g, “‘g,. 
L’isomorphisme < de la proposition 4.7 permet de munir 
0; t <G) kCWz1 0 C,(G) d ‘une structure diedrale: y(u @ [gI ,..., g,]) = 
C-1) n(n + 1112 1 -1 (g- v go Cg,‘,...,g;‘). 
On remarque que si v @ [g, ,..., g,] est dans le facteur correspondant a z, 
son image par y est dans le facteur correspondant a z-l. Done deux cas se 
prbentent suivant que (z) # (z-l) ou que (2) = (z-l), c’est a dire 
z - ’ = hzh ~ ’ pour un certain h E G. 
Lorsque (z) # (z-l), C,(Gz)@C,(G,-I)=C,(T+(G,, z)) est un sous- 
module diedral de (k[G/G,] @ k[G/G:-I]) @ C,(G). En fait c’est un quasi- 
isomorphisme du point de vue de l’homologie quaternionique (et done du 
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point de vue de l’homologie ditdrale). En effet les bicomplexes 2 (cf. 
sect. 2) associes a ces modules ditdraux ont des colonnes quasi-isomorphes 
par le lemme de Shapiro. 
Lorsque (z) = (z-‘) le module diedral C,(T(G=, z, h)) associe au 
groupdide diedral T(G,, z, h) est quasi-isomorphe, du point de vue de 
l’homologie quaternionique (et done diedrale), au module diedral 
k[G/G,] 0 C,(G) par le mCme argument que precedemment. 
En definitive on a un isomorphisme 
HQ,(UGI)= 0 HQ,(C.~(G,, z, h)) 0 HQ,(C.~+(Gn ~1) 
SE (C)O is <G>+ 
(et un isomorphisme analogue en homologie ditdrale). 
Le theoreme rtsulte alors du thtoreme 3.9 et des propositions 4.5, 4.6, et 
3.13 pour le cas quaternionique. 1 
4.10. Remarque. D’apres le lemme 4.3 si z est d’ordre infini on a 
WC=, z) = W?/(z)), d one son homologie est celle du groupe discret 
G,/(z). D’apres la remarque sur l’espace Zz, lorsque z est d’ordre infini on 
a Xz=B(G,/{z}). S on h omologie est done celle du groupe discret GZ/(z}. 
11 y a une interpretation analogue pour l’espace Y(G,, z). Soit GZ le produit 
libre G, x z,2 Z/4 construit a partir des surjections de G, et de Z/4 sur Z/2. 
Le groupe G, contient Gz comme sous-groupe normal (avec Z/4 comme 
quotient) et H + G,, 1 HZ est un module croise dont le classifiant est 
Y(G=, z). Si z est d’ordre infini alors l’homologie de Y( G,, z) est celle du 
groupe discret cz/{z}. 
APPENDICEl: R&SOLUTION P~RIODIQUE DU &,-MODULE TRIVIAL Z 
Soit Q, le groupe quaternionique ayant pour presentation 
Q,={x,y~xmy-2=1,xyxy~1=1}. 
TH~OR~ME. Le Q,-module trivial Z admet la rtsolution libre periodique 
(de periode 4) de modules ci gauche 
z A Z[Q,] &- Z[Q,-j* LZ[Q,l* ,y z[Qml L z[Qml - ... 
ou E = augmentation, 
a=[l-x l-y], 
B=[ -(lL+y) 
l+yx 
x- 1 IT 
l-x 
Y= [ 1 yx-1 ’ L= 1 +x+ *.e +x”-‘, et N= 1 g. Z~Ql?l 
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Rappel sur la d&i&e de Fox (cf. [F]). Soit G un groupe defini par 
generateurs x,,..., x, et relations rl ,..., r,,,. On construit un debut de 
resolution du G-module trivial Z. 
Z d- Z[G] L Z[G]" L Z[G]" 
en posant s = augmentation, rx = [ 1 -x1, 1 -x1,..., 1 -x,] et /? est la 
(n x m)-matrices &$3x,. Les differentielles &/ax se calculent grace aux 
formules 
d(ab) aa ab ax ai 
-=z+az, ay ax . z=l, z=o, z=o 
si y est un gentrateur different de x. En particulier on a ax-‘/ax = - x -I. 
Dans cette resolution les G-modules libres sont des modules a droite. 
Dkmonstration du thkorc?me. Posons R = Z[Q,]. On a un debut de 
resolution (avec modules a droite) 
l-x 
avec a= 1-Y i 1 et p= L [ -(l +v) l+xy x- 1 1 
Appliquons le foncteur Hom,( -, R) a cette suite exacte scindee. On 
obtient une suite exacte de modules a gauche que l’on transforme en une 
suite exacte de modules a droite par la regle g. 2) = v. g-‘, g E Q,. On 
obtient 
&*(l)=N, a* = [l -x-l 1 -y-q, fi* = 
[ 
L’ 1 + (xy)-’ 
-(l+y-‘) x-l-1 I ’ 
avec L’ = 1 + x- ’ + . . . + x-~+ ‘. L’isomorphisme cp de Q, donne par 
cp(x)=x-’ et cp( y) = (xy))’ permet de donner une nouvelle structure de 
Q,-modules a (A2). 
On modifie encore ltgerement les formules en appliquant I’isomorphisme 
( + 1, - 1) a R @ R pour obtenir la suite exacte 
R@R=R@R~R~Z-0, (A3) 
avec E** = E*, cr**=c1-x xy-11, /?**=p. 
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Cette dernibre Cgalitt permet de recoiler (Al) et (A3) et par suite 
d’obtenir une resolution libre de modules a droite 
&*o& Z+--f--RAR@R( ’ RQRCR-R - ..‘. 
La resolution de modules a gauche du theoreme s’en deduit en changeant 
xy en yx. 1 
Cette resolution est analogue mais differente de celle indiquke dans 
[C-E], p. 2531. 
APPENDICE 2. ELIMINATION DES COMPLEXES ACYCLIQUES 
Soit A,,@B,AAA,@B, ceA,@B,+- ... 
un complexe de modules ou le bord d est donnt par la matrice 
d= a ’ [ 1 Y 6’
LEMME (d’klimination des complexes acycliques). Supposons que dans le 
complexe ci-dessus (B, ,6) suit un complexe (i.e., 6* = 0) homotope d 0 (i.e., 
il existe une homotopie s: Bi + Bi+ 1 telle que s6 + 6s = id). Alors le complexe 
(A * 0 B, , d) est quasi-isomorphe au complexe 
(A,, a-by). 
DPmonstration. Le quasi-isomorphisme est don& par la matrice 
[ $1: Ai --) Ai@ Bi. 11 nous faut montrer que 
(1) a - bsy est de carre nul, 
(2) l’homomorphisme [id - sy] est un morphisme de complexes, 
(3) le conoyau de ce morphisme est acyclique. 
Exprimons que d* = 0 et 6* = 0. 11 vient 
(a) cr*+/?y=O, (b) c$+/?S=O, (c) ya+6y=O, (d) yfi=O. 
Montrons l’assertion (1): 
(a - BY Ma - Bv I= a2 - a@~ - Dsva + SsrBsy 
= a2 - a/?sy + /My par (d) et (c) 
= a* - afisy + /I( id - 6s) y 
=a’+j3y-(a/?+@)sy=O par (a) et (b). 
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Montrons I’assertion (2), c’est-A-dire 
[; i][ Z,1=[ $1 (a-Bv). 
Pour le coefficient du haut c’est immkdiat. Pour celui du bas on a 
y - 6s~ = (id - 6s) y = sSy = - sya et (--sy)(GL-p/Jsy)= -sya. 
L’assertion (3) est kvidente car le conoyau de l’injection [id -sy] est le 
complexe (B, ,a). 1 
Remarque. Lorsque p ou y est nul il n’y a pas de modification du bord. 
Ces cas sont bien connus. 
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